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EJERCICIOS

Averiguar sl saon iguales las sigulentes mattices
-4 4+89+12
-]

-3 B-NRED

.Bs((5+4)_2(5—4) 2!5_’ 1)

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensiin y los elemantos que ocupan e mismo ligar son iguetes.
Comprobamos este para los elementos de las matrices:

a:5 - #=E+4 (5 -4 a..:—gz-—z

a,4+2+12=25=5 a2 -N@+HN=2-1

Por tanta, las matrices dadas son iguales,

Soa A ln matriz de una sola fila {2 1 5} ¥ B la do una sola 324\ Ios prad AB y BA,

3
Pmdumm(zls)-(z)=(za)
4

i) 6315
Producto BA: [2[- 215 =:4210
4 & 420

a Suma A + B: (

b) Diferencia A - B: (



18.

1.7

g
5
3
B
2
3
B

201 101 31
Producto AB: AvB=(300)'(121 =1302
511 110 736
101 201 T1
Producto BA: B'A=(121)-(300= 1312
110 511 501
201 201 g1
Producto AA: A-A=(300)-300= 603
511 511 131
1401 101 211
Producte BB: B‘B=(121)'(121)=453
. 110 110 22

121 4
Producto AB: A-B=(212)‘ -4
12 1

411
Producto BA: B'A=(—42I} .
121

411 411 138
Producto BS: B-B = —420)- —420})=[-240 -4
121 121 -37 2
i 1-2 -5
Calcutar AB y BA, sl ex poslhia, slendo A =1 1 O Bz( )
o 3 4 4
Orden de AB: (3 % 2) - (2 x 3) = 3 X 3. £l producio es posible.

2 -1 -1 -8 10
A‘B=(1 o)-(;'ﬁ'g)=(1—z -5)
-3 4 82 15

QOrden de BA: (2 = 3} - 3 x 2} = 2 x 2 B producto es posibla.

2 1
1-2-5 15 -2
B.A!( )(1 0)=( _)
3 4 07| 5 4\

Cak:ula‘n\'—SB—l,ﬂandnA:{

AuUN
- 00
-
22z
o
]
F]
prr—
- ko
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12 203 100

Clparanda:A’—GB—l=( 03)—(363)—(010)

1218 130 201
5 14
SumandD:Az—SB—l=(3—70)
18 -2 5,

Demun'nrqulanuhiza=(: :)MHuhchndemummh:A'=2"‘A.

BN R E N E R
o159 (- enmma
SR R B

Y por recurrenrcia o induccin s2 obiisne |a formula pedida, como se pusde comprobes faclimente.

Caleular, por induceién, laa patenclas n-éslmos de la siguiente matri A = (: ;)

Operando, se tiene:

Al:(al).(a‘r):(a’aa) Aa’(al)'(a‘Za)n(a’aa’) A,_(a
0a/ \W0a [ o 0 b & ¢ & —lo

Y por recuencia o induccin, suponlende que se cumple para n—1, se sigue que:

eI ) )

111
Mlar,pwinduwién.lnpohnclunﬁlmdeludgnimﬂmuﬂzA:(l11)
11
Opearando, s tiene:
111 111 33y
A’=(111)-(1 1 1)=(332)
111 114 313
111 331 99
A= 111)- 333 =(999
111 331 288
111 999 27 7
A‘=(I?1)-(999 =(272?§;)
111 989 27 27 247,

¥ par recurrencia o inducckdn, suponiendo que se cumple para n—1, se sigue que:

we

11 [ - el Fr e
11| igd|=|"" |-
11 i - e S S

= -

)
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1.13.

10

Hakar Ia metriz Inversa de A = (f f) y comprobar el resultado muftiplicandola por la matriz deda.

Dos mairices son inversas cuando su producto es la malriz unidad.
w6069
. (11 zt e 1

., . . 2x
Operande, se obtiensn s siguiantes sistemas de ecuaciones lineales: a) { + 3:

x +

[}

1 2y + M
i} bj{y+t

0
1
Resolviéndolos, resulta: x = ~1,y = 3,z =1, 1= -2

¥ la matriz inversa es: A" = (_: _g)

Muhiplicando esta matriz por la matrz debs dar la mairiz unidad, si o problema esté bien resueltn:

aew=- (2901 26

(- - B
aND

oo
pa———

ApllemdoIadeﬂnlclﬁndemawizhnm.mlculxhhmndehalguhmmlzdhgoml:A=-(

Dos matrices son inversas cuanda su producto es la matriiz unidad.

100 Xy z 100
A-A"=|020|-|mnpj=|010
aoa TR 001

Operando, se obiienen Ins sigulentes scuacicnes:

x =1, ¥y =0 =10

m=0 2n=1, p=0

u=0, v =0, Jw =1~

100

1

A partir de aqué se obtiene inmediatamerte la matriz nversa: A~ = DEU
1

005

[-R -
anNh

= b

Ha!lar,puralnﬂtodoﬁereduocﬁnodcﬁmhmklzlmdeA:(

y comprobar o resultada multiplicindolo por la malriz dada.

4,100
41010
11801

aON M

1
Panimos del siguiente esquema: (u
]

14010 -4
Prnarauansfotmacién:F,—iF,.F.——d-Fa=(020|01—a)
. 001|080 1

100 |1-2 4
Sagmdamforrnadén:F.—zF,.%‘F,= 0100 -;:—2

co1|0 © 1

1-2 4
Loego la matriz mversa es: A7 = | 0 %—
a o 1

Es facil comprobar que A - A™' = |y

1.15.

1.16.

110
Hallarlanwh‘kl’mnadak:(1 01)
Ot

110
Partimos del siguiente esquema: (1 01
g10
1 10| 100
Primara transformacin: Fy, - F, = |0 -1 1} -1 10
g 10| 001

1 10| 100
Sequnda transfumacién: F, + F, = [0 -11 | -1 10
& 01 ] -111

1 101 10 O
Tercera transformaciin: F; — /[, = [0 -1 0| 00 =1
0 91j-11 1

160 10 -1
Cuarta transformaciéom: F, + Fp, (-1} F; = [0 10| oo 1
6119 1

10 -1
Luege fa matriz inversaes:( [LE] 1)
-11 1

21
Mhnmll'lz.ﬂ=(131),uplde:
122

a) Calcular (A — Iy - {A — 51}, siendo | 12 matriz unidad de orden 3.
b) Obtener A' {matriz traspuasta de A} y razonar 3l exdste In Inversa de A

221 100 12 1" 4 8 4
ay Susﬂmwﬂo:{n—ljﬂ=[(131)—(o1o)] =(121)=(4s:)
122 oo 121 48

221 100 -3 2 1
Sustiyendo: A — S1=({131|—-5|0G 10| = 1-2 1
122 001 1 2-3

_ 484, /-3 2 1 00
Operarﬂn:(A—-l}’-(A—SI]=(484)v(1~2 |)=(oog)
48 12— 00

211
h) Man*iztrasmestads»\as:ﬁ'=(zai)
11

4 -2 -1
Le matriz inversa de A (por reduccion o directamants) es: A™ = (-1 3—1)
-1 -2 4,

|-

@) Calcular una matriz X que verifique lolgualdad A - X =Bcon A = (2 3] B

12
b} &Verifica tamblén ta matrlz X la lgualdad X - A = B?



1.17.

1.18.

12

&} Sl existe matriz inversa, 89 fiens; AX = B es aquivalente a X = A" - B.
Matriz iiversa ublizando la definicion: A~ = (j ‘:]
v {28 1 2 (-4 8
valor de la matrz X = (_* ~3)- (3 2= ("3 %)

B) Si existe matz irversa, se tiena: X - A = B es squivalenta X = B - A7
€] valor de la malriz X para aste sagundc caso es:

=G (3 9-62)

Pussto que las dos soluciones matrices X no son iguales, la primera no verifica la ecuacibn segunda.

Dauulummn=(1 2) B==(“s 2),m|cu|ar‘“ * 8 o _mpayB

ca B0 129,
wo (09369039

anatrizinvefsedeA:A=(1 2)—- A“=(_g _2)

. o (-3 & L 12
LamamzmversadaB.B—( 2_1)—3-5'—(23)

Las matrices A v B son inversas.

Encontrar una matriz X tal que AX + B = C, slendo
A=y e=(i29)  e=(173)
Si existe matriz inversa, se iene: AX = C — B es equivalente a X = A' [C — 8).
2 -t
Vadurdelamaﬂz)(:)(=(_; _:)[(?:;)—U ;‘1’)]

Opemrda: X = (_; _:) “ (_:} —? ;) = (—; _: (1))

Mairiz inversa utilzando 1 definicion: A™' = (_‘ ‘)

Oblener loe veiores de x, ¥, 2 que verifiquen i siguierte acuacidn matricial:

L G306

P
o+ o+
NN M~
[
S o=

Resolviendo: x = 2, y = -3, 2 = 2.

1.20.

121

122,

123.

i1
. s (21 . ry
LamamznmersadaAes.A-(za)—. A = 22
4 4
; sz sa _ 121y 21} _f21
S Ll S ey [2 a) (2 3) 2(2 3)
o A _ (6 B (a3 f(es
e 2‘“'(1011) (45)‘[55]

Ihl-'q_mnl.:!lurmﬂnun—ly%-p\—el)mlmdmdollammm4x4.y

1111
NEERE
A=litaa
1111
a11i11 i ~-¢c 1 1 t
1011 1 1 1 1-c i 1
A-i= la-cp=1
1101 dh-eh=gl 1 1-a 1
1110 1 1 1 1=
. ; 3 3-e 3I-c d-g
Multiplicandn, se tiene: (A ~ ) <= (& — e =~ |3 ~ : R C
i @ nc“ .I} ¢cl3—¢ 3-¢ 3 3-c
. 3-—¢ i~-¢ 3-e 3

5i se foma c = 3, su obtigne la matriz unidad,

Tenomos la matriz ﬂgulerllo:. A= (: :)

a) Caleular A%, A* y A%,
b) Encontrar Ia ley general para A",

a) um*“muprmasi:n=(::)=a(} })
el -0

woalag) i)

wea(ll)afl -

S A 11y ol
b) En geneval, se fisna; A a" (2,,_, 2"‘:) 3(1 1) a“(z._. 2...,)
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Slendo A y B laz madrices A = (3 '1)‘ = (" _z] , averiguar 8| son ciertas las siguientes iguakindaa:

2 1 3 5

a} (A+ Bz A+ B
B) (A - B = B AL

N N REKREE
s e+ 87 (43
voon (29 (233
For tanto. (A + B)' = A' + B\

by A-B =(‘2‘ ‘})‘('; -:) - (—_12 —1”
o ()
on-(10(33-(07)

Por tanto, (A « B} = B' AL

nuowuecuaclénnx=|donden=(§ ;)

Se trata de hallar la matriz inversa de A

. ) _,=1(3-I]
Matriz inversa: A al-2 2

5 —4 2
o) Dadalnmun=( 2 -1 1).eomprubarqqu'
-4 4 -1

b} Usando la fdemula anterior, calcular A*.

5-4 2 5§—4 2
aJCéln.liDdaﬁ’:A’=(2—1 1)-(2—1 1)——-(
—4 4 -1 —4 4 -1
10 -8 4 1cQ
Cak:.llodeEA—l:ZA~l=(4—2 2)—(!110)
-8 B -2 201

Por tanto, son iguales.

= 2A — |, sindo | la matriz unidad.

9-8B 4
4 -3 2

-8 8 -3

9-8 4
={ 4-3 2
-8 & -3

B A= (BA-IF—4AT —dA+I=a(BA—DN—4A+1=4a-3l

20 -16 B /300 17 —16 &
4A—a|=( 8 -4 4)-(nao)=( 8 -7 4)

—-16 16 —4 003

1 -1

Senlumatﬂzn=(o 2

).Hdll'llnlmlh’lthlan‘

—18 18 -7,

B=A+1

Si existo matriz inversa de A e ene; A - B = A + |es equivalente aB = A (A + I

Matriz inversa utiizando la definicion es: A~ = % (g :)

R - R LN N R NP
vworse a8 < 12 1) (2 1) < 4 1)

1.33_. I-Ill-'A"yA'aiendoA=(

128,

1.30,

1.31.

-
o =9

- -
Ry

100 100 to
A‘——-A-A=(‘I1{!) (110)=(2Ig)
101 101 201
100 100 10
A’=A‘-A=(210)- 110)=(3|g)
201 101 an1

Y on general: A® =

.,
-

Qo ~0

284
(=R ]

Por tanto, A'™ = (1
t

oo
S

Hauarmanelammxmmadoomzymmmu=umuon=[: :z)

{Una matriz A se llama simétrica si coincide con su trespuesta: A = A%)

A‘xz(a—-sj_(ac)_aa—ac3!:—-3b=00
2-2) b/ Tlza -2 2c-20/"loo

Poriants, 3a - 3c =0, dedondea = G
2 -3b=10 decondec=h.
luegoa=b =rc

La respuesta o3 cuakjuier matriz de la forma: X = (: :)

Determinar una matrix cuadrada A de orden 2, simétrica, tal que A = (; 2) , tuyon slementos son nimeros
naturales y tal que su inversa coincida con su fragpuesta.

15



Se pide enconfrar una masiz que cumpla las siguientes condiciones:
a) Que sea cuadrada de orden 2.

b) Que sea simétrica.

¢} Que sus elomentos sean niEneras naturales.

d] Qlue su inversa coincida con su raspuesta.

-

133, Calcular ol waior de A™ siendo A =

oo
- [
- m] =

(e —— ) ) 1Tad taa 1 2a 28
8) Que no sealam unidad Laspnmraspotewasson:A‘:A-A=(o1 0)_(010)_(0 p 0)
PorsarAsimén-im.saiiam:A=(:g),mnloqueA‘=(zz)=1\. 001 001 00 1
= 1 d—-b ’ . . . 1 2a 28 1aa 1 3a 3a
Man-lzlnvsm:n=ﬁ_b : M=AM-A=|010i-|01a|=[0t o
00 1 co1 a0 1
Para que 50 cumpla A" = A' = A, o8 decir, A* = ] .
o f2b) (o) (2 e ¥ b rbd) (10) ¥ on generat A = (0 1 0
“lod/ \bd/ @b+ bd b+ S M0 00 1
a& + b =1 1 155.
Igualando, sa obtiene el sistema: { ab + bd = Tomandoa = ~yn =35 setiena: A% = (0 1 0
B oF =1 7 001
thilizando la primera ecuacion: a = 0, ya

qua no puede 5er 1 al no s A la mriz unidad.
b=1 porsera =0

iHilizando ta segunda equaciin o la tercera: d = 0.

_{o1
Poctanto.A-(m)

31
1.34. Dmlalnmulrlzﬂ\:(,I zj,mmwmmmawquan+a=m

Sie:daamlzhversa.sam:ﬁ+B=ABesaquivalerﬁsaA=AB—B=(A-I}B
de donde: B= (A — )" A

a) muma:(‘ '),nallarmaasmmanimaqmmpwhmmanna=m

12

MatrlzimsmadaA—I,uﬁlizmdoladeﬁniciﬁnes:(A-|]-1=[ : —;)
b) Calcular tamnbién In inversa de A a partir de B.

a1 (£-(3)

. _f11y favy _fa+ c b+ d
a) Cé‘m"’“B‘“E_(1 2) (cd) (a+2:: b+aa)
_fawy [ty _fa+b a+ 2 .
m_(cd) (1 2]_(c+6 c+2d) _1_.3. Duwmlmrloevalwosdenybdohrmnquolammrlzlwfﬂquea’=A,signdgg=(z_;)
a
a+ c=a+ b
. . b+ d=a+ 2 . 2—1) 2 —1 4 - 2 -
1 M A A= . = a 2 b
Igualande, ss obtiene el sistema: 1 - 1 o0 _ & 1 g dtiplicando: A - A (a b (a b]-(aa+ab —a+h‘)
. b+2d=c¢c+ 2 lgualando A - A = A 5 tiene e sisterna; 4 —a = 2, de donde a = 2
De ja pricera {y cuarta) ecuacién: ¢ = b. . =2 -b = -1, de donde p = 1.
De la segurida [y tercera) ecuscion; d = a + b. ’ . : Para estos valores se verifican las relaciones: 2a + ab = a.
) o . : -z +b =0
Portantn,ﬁ=(b a+b) .

by Célcuic de la mairiz inversa de A a partir de B:

: 1.36. a} Enconirar nimeros a y b de forma matriz =(1 7) -
M_t=(1 1)_(& b )=(a+ b a+2b)_(10) y o la A verifique A% = 24,
12 ba+h a+ 2 2a + 3b, 01}

b} Paraemulotudouyb.tonundqs=%n.mlcularB“,A".

a+ b=1
Igualamo,senbﬁenealsistama:{ a+ =0 -
2a + 3 =20 _ . . a) ”Wplm"dum_ﬁ‘:(n)f1)=(1+a 1+b)
La tercera ecuacion s fa suma de 1as dos primeras, “F' N a+ab a+ b
Resolvienda sl sistéma, so tiona: a = 2,b = ~1 iguelando A - A = 2A se tiens ol sistema: 1 + a = 2, de donda a = 1.
' ' ' ’ 1+b=2dedondeb = 1,

La marriz inverss es: A™' n(_? —1] : . : Fara estos valores se verifican las relaciones; a + ab = 2a.
a+b* =32



1.37.

1.38.

139,
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1
b) L.amaszes:B-—éﬂ=

111
2 1
1t 1 1_1(22)=1(1t)=5
Portamn:B==§(1 1)‘5( 1)_4 z2) T2\
Engmeral,seﬁmeB“=B,Parta:m.B“=B.
DBA=2Bseﬁane:A’“=2‘°B°°=2'°B=2"A.

-1 0
123 _i -1)
Dadas las matrioesﬁ:(z 1 1).B=(_: j),c_(“ o

a} Obtener G + AL
b) &Son igusles ies matricea G™* + {(AB)~' y {C + AB}'?

-1 0
123, = °') tanto, G + AB = L.
a) ?roduutoAB:AB=[211) (_.f j) (_1 1) For ,
b} CGmnC+AB=Iaslama1rizunidad.suinversaesallamma.
1
Imversa de G: C"=(_? 1)

-1 —1 M = -1
Mah‘izinvecsadeAB:m.B“=(: 0).Pmtanm,c + (AR} = | = (C + AB)™

A sunton= (3 720 = (3 3)

ni

3x - 5Y
Determinar dos matrices X o ¥ tales que . 5y

iEs inversible la matriz X + Y7
cal:ularummalﬂzcmlquo(xwv)c=|,

&

1 1
nesowiandnalsistema.seﬂme:x=ﬁ(53—M)‘Y=ﬁ[35— :

1 1 ff10 20y _ 3—6)]=l(726)
Valor de ¥: x=ﬁ(ﬁﬂ—3ﬂl='g_1s 0 24 -3 1HL-9 3
1 1 [f6 12 478)]_l( 22“)
Valorde ¥: ¥ =+ BB 4M =3 (9 of "\ -4/ -2 4

] 117/ 726 220} =_‘_( 945)
Lamatiz X + Y es Iversible: X + ¥ =21l g 3 ey 4 11l-82 7

. 2 0 al1o c=("12).
nesolverlaecqmlbnmat-idalu+n=zCsmqu=(1 _ Bl 2 1p a 01
Siaxmamauizlnvema.setiene:m+B=2Cesequivalemeaax=20—B,dedondeX=A“(2€—B].

. i 1{-18
Malriz inversa de A~, ulilizanda la dofinicion, es: A™' = ‘E(—‘- 2)

111 o_5—34=1[5—34)
Valor de lamatiz Xe X = AT (@6 - By =51y )"y —2q) 2l 12

1.40.

141,

142,

PROBLEMAS

tn constructor hace una urbanizackin con tres tipos de viviendas: 5 (senclilas), N {normales) y L (lujo). Cada
vivienda de tipo S Yene 1 ventana grande, 7 medianes ¥ 1 pequeda. Cada vivienda de tipe N tiene 2 ventanas
gr 9 medi ¥ 2 pequeias. ¥ cada vivienda de tipo L tlene 4 venlanas grandes, 10 medlanas y 3
pequends.

Cada ventana grande tlena 4 cristales y 8 bisagras; cada ventana mediana tlene 2 cristales y 4 bisagras, y
cada ventana pequena tiene 1 cristal y 2 tisagras.

a) Eserlbir una matriz gue describa el ndnero y tamafio de las ventanas en cada tipo da vivienda y otra mairiz
gue exprese ef nimero de cristales y ol mimero de bisagras en cada tipo de ventana

b} Calcular una matriz que exprese el ndmero de cristales y de bisagras necesarlo en cade lipo de vivienda.

a} informacion en forma matricial.
Matriz de fas viviendas: .
— Filas: Tipo de viviendas: 5, N, L. M= (2 a 2)
— Columnas: Tipe de ventanas: G, M, P. 410 3
Matriz de los slementos de las ventanes: o
Hed
1

Tipo de ventanas: G, M, P.
— Columnas: Tipo de cristales y bisagras: C, B.

b) Mabiz que expresa el nimero de ofistales y bisagras para cada tipo de vivienda:

1 71 4 8 13

M-N=(2 g2|-l24)={2058

4 10 3 1 39

Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, A y B, en tres terminaciones: N, L ¥ 5. Produce del modelo
A: 400 unkindes en: Iz terminacion N, 200 unidades en !a terminacion L y 50 unidades en la terminacidn S.
Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacion: N, 400 unldades en ia terminacién L y 30 unidades en
la terminacion S. La terminacién N Heva 25 horas de taller y 1 hora de administracion. La terminacion L lleva
a0 horaa de taller y 1,2 horaa de administracién. La terminaclén $ lleva 33 horas de taller y 1,3 horas de
administracion.

a) Hepresantar la infor iGN an dos matrices.

b} Hallar una matriz que expross las horas de taller y de adminisiracikin empleadas para cada uno de los
modalos.

— Filas:

a} Informaciin en farma matricial:
Matriz de produccion:
— Filas: Modelos: A, 8.
— Columnas: Terminaciones: N, L, 5.
Matriz de coste en horas: —_
Terminaciones: N, L, S. N= (30 1.2)
— Caolumnas: Coste en boras: T, A
) Matriz que expresa las horas de taller y de administracién para cada unc de los modatns:
25 4
w21 (1R

— Filas:

Sa dan las transformaclones geométricas planas

T ¥ =(x -2+ yh

St ¥l = (2x — ¥ X +¥).

Escribir fas matrlces asociadas & S y a T. Escriblr 1a matriz asociada a la transformacion compuesta: 8T,

19



1.44,

20

Si (x', ¥') son las coordenadas de la imagen, la transformacion geométrica T{x, ¥} = {x — ¥, x + y} se pusde ascribir
coma un sistema de ka forma: .

X =X — ¥

yo=x+y
En forma maticial: (;) = (: ‘:) (;)
Si (¢, ¥ san las coordenadas de Wmagen de (x', y'), la iransformaciin geométrica S0C, ¥) = (&X' — ¥, X + ¥)
5@ puede escribir como un sisterna de la forrma:

[{
Y
—1 4
En forma mainicial; (:;) = (? 1) (;)
Las coordenadas (x*, ¥ del producte de transformacionas S - T se tiene en forma matricial:

()-8 06 D6

1 I

at_vl
x +y

ororsn: (£} = (3 73} )

4 de 18 y 10 de 12, Los
Unoomrciamdetmmenmhruomsnmdezepnmsdozn.
precioe de cada uno de slloa son: 650, 550, 500 y 300 €, respeciivements. Expresar ¢l procio total de venta
de sus existencias como producto de dos mafrices. Calcular aste precio.
- Informacidn en forma matricial:

Malriz de existencias; Columnas: Modslos 26, 20, 18,12 M =(58 4 10)

650
. 550
Matriz de costes: Filas: Precios. N = 500
300
650
i istenci ' 10)- [ 320 | = (12650
— Matriz que expresa sl precio de las existencias: M-N={58410 500
0

Entraclnnopmnhaylasiguhnhmladénmhﬂmhmmmﬂ;EmD:C.D'Ehm
sobre A. Sa pide: .

2} Constuir la malriz de influenclas: M.

b} Hallar la matriz de Influencias de dos etapas: [T

c} Hallar el poder de cada persona.

d) Interpretar la suma de las filas de M y la de sus columnas.

) La matriz de influencias viene dada por la siguiente tabla:

[~ _‘_‘ e B E o
1 d
0 0 0 \]
0 0 a Q
0 0 0 0
0 ) 1 o

En fonma matricial: M =

1.435.

1.46.

b} Matriz de influencias de dos stapas: M°

[=JK === s}

o
a
1
1
1

Qoo oo
- o000 o
[~~~ Nl -]

¢} La persona mas influyerme o3 E. La parsona més influida es A
d) A, Cy Dinfluyen sobre atra parsona. E influye scbre dos personas.
A estd influida por tres parsonas. B y O estn influidas por una persona.

Un contratisia pueds adqulrir las cantidades requeridas de madera, ladrillo, hierro, vidric y pintura de tros
di iox da cade p dor para los materiales vienen dados por la matriz

[+] 68, Los p
. B5724
A=(94525)
9548185

donde cada fila se reflore & un proveedor y la columna a los materiales, sn el orden dado sniriormants. E
contratista qulere adquiri todos los mutoriales da una obre al mismo proveedor, Aciualments tiene tres obras
on construccidn: fa obra | requiere 20 unidadea de madera, 4 de ladrillos, 5 de hierro, 3 de vidro y 3 de
pintura. La obva Il necesita 15, 0, 8, 8 ¥ 2, ¥ la obra |l| necesia 30, 10, 20, 10 y¥ 12 unidades, reapectivamenis,
Rasumir este informacién en una matriz B da orden 5 x 3 y formar la matriz de precios AB. Interpretar las

elementos de este producto y usarlo para declr qué pr dor debe abast cada obra.
a) Informacion en foama matricial:
Matriz de precios: 85724
— Filas: Proveedores A, B, C. A=|94525
— Columnas: Pracio de los materiales M, L, H, V, P. 5615
Matriz de las cantidades requenidas por las obras: 20 15 30
— Filas:  Caniklad requesida da M, L, H, V, P por cbra. go| 2 o0
— Columnas: Cantidad requesida por las obras |, 11, 1ll de cada material, 3 B 10
a 212
b) Matriz producto AB:
— Filas: Precio da log proveedores A, B, C para cada obra |, 1, lIL
— Columnas: Coste de las obras |, M, Bl segin los proveedores A, B, C.
215 30
85724 4 010 233 200
A-B=[94525]|- 6 820 | = |242 201 490
95815 3 810 248 201 51
3 21z

Caoste minimo da la cbra I: Proveador A,
Caoste minimo da la obra It Proveedor A.
Goste minimo de la obra 11 Proveedot B.

En un Instituto hay alumnos de Wres pusbics, A, B y C, distribuldos por cursos segin la matriz M. Una empresa
de @ansportes elabora dos rutas a y b, Los kildmelros que recorreria cada alumno se muestran en la matriz
N. Si 8 precio por alumno y km e da 0,12 €, expresar en forma oo matriz lo que 3¢ recaudaria por cursa
por cada Itineraria:

P S T E :
212 190 125 96\ A ::“'il

m=| 06 75 s01z)B N”(aazzu)b
24 26 12 8/¢c

21



Informacién en forma matricial:

Matriz de alumnos: 212 96 24
M= | 19075 26
— Filas: MOmero de aiumnos da los cursos P 5, T, E. 125 50 12
93 12 8
— Columnas: Numero de alumnos dg los pueblos A, 8, C.
Matriz de kildmetros recormidos: g 9
N o= |24 32
— Fitas: Kikymetros desde cada pueblo A, B, C segin la ruta a, b. 46 20
— Columnas: Kildmetros por cada ruta a, b.
Maitriz producta Mt - N: ] 212 96 24 8 g 5104 5480
won 1907826 ) ) _[4518 4630
— Fias: Kilmetros por cursos: P, 8, T, E- T 1125 50 12 2752 2965
- 98 12 8 1440 1426,
— Colurpas: Kilsmetros por ruta: a, b.
Precio por curso de cada itinerario: 212 96 24 s 9 612,48 65520
190 75 26 54192 555,80
SN = . 2432 =
— Filas: Pracio por nfa de los cursas. LS 125 50 12 ( 20) 330,24 355,80
98 12 & 17280 171¢

— Columnas: Precio por curso segan inerarno,

1.47. Una fabrica de muebles fabrica tres modelos de eatanterias A, B y C, cade uno de dos tamedios, grands ¥y
pequefio. Produce diariamente 1000 estanteries grandes y 0 000 pequedias de lipo A, 8 000 grandes y & 000
pequedias de tipo B, y 4000 grandes y 6000 pequefias de tipe C. Cada estanleria grande ileva 16 tomllics y
6 sopartes, y cada estanteria paqueiia lleva 12 tormillos y 4 soportes, an cualquiera de ics tres modelos.

a)
b)

a)

Representar esta informacidn en dos matrices.

Hallar una matriz que represente la cantidad de tomillos y de soportes necesarios para la produccion
dlaria de cade uno de los seis modelos-tamano de sstanteria.

informacion en forma madnicial:

Matriz de produccion: ' 1000 8

— Filas: Modelos de estamterias: A, B, C. M=(8ODO agg)
— Columnas: Tipo de estanteria: G, P. 4000 & 000
Matitz de jos elementos de las estanierias: N < (15 6)

— Filas: Tipo de estanterias: G, P. o

— Columnas: Tipo de tomillos y sopoites: T, 5.

b} Mattz que expresa el nimero de tomilos y soportes para cada modele de estanteria

1000 8000 18 6§ 112000 38
M-N =(sooo 5000)-(12 4)= (21)0090 T2 000
4000 & 000, 136 000 48 004,

CUESTIONES

148, a) 0ué caracteristices deberian tener las matrices A y B para gue se puedan afectuar los productas AB y

BA?

b) Dadas las matrices A y B, sabemos que exlste ol praducto AB. LQué pusds decires del producto BA?

149,

1.50.

151,

Lag matrices pueden mutiplicarsa si se cumple Ia siguiente condician:
EI ndmero de columnas de |z primera matriz as iqual al nimero de filas de la segunda malriz.

a)

b}

Las matnices rectanguiares pueden muftiplicarss si sa cumnple la condician antarior.

Par sjiemplo, si A 85 una matiz de orden 3x4 v B de orden 43, existen &l
¢ . producte AB y el producic BA,
pero son distinios porque AB es de orden 33 y BA de 4x4. d

Por tanto, existen en general los producics AB y BA si e orden de A s mxn ¥ ol de B nxm.
Pueden presentarse dos casos:

Que no axista el producto BA gomue las matrices no se puadan muttiplicar, Por e i ;
T : eemplo, si A a8 una mairiz de
orden 3x4 y B de orden 42, existe & producto AB pero no ef producto BA, ¥a que no se pueden multplicar,

Aun existiendo AB y BA, pusden ser distintos los productos. Por sjemplo, si A @3 una matriz de orden 3x4

;Aa:e;;ien 4x3, exista ol producio AB ¥ e producto BA, pero son distintos porque AB &5 de orden 9x3 y
[} h

Sean A y B dos matrices cuadradas tunlegqulera de segundo orden,

a)
bj

a}

b}

LEs cisrta Ia Igualdad (A + B)® = A% + 2AB + B*7
i¥ la lgualdad (A + B)' = A* + B"?

A+BP=(A+B)(A+B) =A +AB + BA + B,
Cama, en general, AB = BA, no es cienta la iguatdad del enunciada,
Este resultado as cierto.

b mon + b +
Sl LIV AR R
cd A +p d+

cLpgofac mpy_fa+m c+pl_
Lsel (bd)+(nq (b+n d+qJ_

L&mwahﬂmmm?mpmmmmwmdummw?m

No siempre s posibie.

Dos matrices pueden sumarsa si tlenen la misma dimension,

For efemplo, una matriz cusdrada de orden 4 y otra rectangular de orden 2x4 no pueden sumarsa,
Ne siempre es pasible.

Docs matices rectangulares, y por tanto sus fraspuestas, no pueden multiplicarse en general.

Poreiemph.siAesunamatn'zdecruen2x4deaorden5xa,noexisteelpmdumAB Las fraspuastas son
de orden 4X2 y 3x5 ¥ su producto tampoeca existe.

Dadaunanmﬂzndanrmnaxal,mm-lzxunmdaeunelladalamlurnamalrizA.adeclr’,A+x=A‘!
Poner un ajemplo.

La malriz X es la matriz de orden 3%4 cuyos elementos son todos nulos.
Lanmriz)(seﬂamaenwncesrzmmlaysadssignaporo.

Un

ejomplo es ef siguiente:

1234 0000 1234
2345+000{])=(234§)
3458 [E oI 345

Fama nimarps cuaksquiera, * an fa matnz, so tione tambisn:

* + ¥ M ouoo " ok x
- o u ow 0000 ®* ¥ ¥ W



1.52.

1.53.

1.58,

24

Dads una matriz &, Loaxiste una mattz B tal que el producio AB o bien g1 BA sea una matriz de una gola fila? 1.58.

La respuesta o5 si.

31 4-1
Supongamos que 4 tens la siguients matrizz A = (2 o1 3)
12-1 5

31 4 -t
Sisetorrla3=(123),a:dstaalpmdumBAqueeﬁmamatrizﬁla:(123]-(20 1 3)=(107320}
t2-1 5§

Nétese que B es de orden 13, A de orden 3x4 y AB do orden 1x4.

LammrleuA:(_l 3z _;).mewmnﬁﬂﬂquedmuulummdﬂzdnmﬂm

La raspuesta as negative

En efecto, siendo A de orden 24, la matriz B debe ser de orden 4xm, para que puedan multiplicarss; of producto

AB serla de orden 2Xm, que tendria 2 flas vy m columnas. 157,

I.amamzAuA:(_'l::”;).&Exishunamxulmdmﬂmﬂmhmﬂtﬂﬂmwh
espuesta.

La respuesta es afrmativa.
S etegimos come X la matiz unidad de orden 4, entonces AX = A. En efecta:
1000

(132 1).01{)0= 132 1)
-4 53 -2 ao01 @ -4 63 -2
0001
Ndtese que la dimensidn A es 2X4 y |a de la matriz unidad 4x4, de este modo pusden multiplicarse.

Sean A, B y C meirices cuadradas de orden n. Si AB = AC, lse puede concluir que B = C7 Sl no es asi,
comprobario con un sjemplo sencillo.

En general, no puede afimarss.
Por ajamplo, si A es la malriz nula de orden n, para custquier par de matrices cuadrades B y C de orden n se tiene

que AB = AC,
Q040 234 00
go0d)-|121]=[00Q0
J00 35 Q00

() 2749 000
000-45?=(000
000 123 0480

Veames ahora que, para que pueda aplicarse la propledad simplificativa, la matriz A debe ser inversible:
Si A es una matriz inversible:

De AB = AC.
Multipica por la izquiesda: A-' - AB = A~ - AD.
Qperand; I-B=I-C

Oparandgdo: B=2C.

Unalummmayrmﬁlaspaudnpﬂﬁcxmnﬁmm ue aparecen on una matriz hacario
alterar ol rango de la misma? ' Aue apa s (Puere ="

Puede haceric, siempre que a una fila ke sume o reste otra fla i RO
; parakla, no eita misma. E
de la squivalencia de matrices o CORjunto de veciomnms, #4509 una do las iedaces

Haremos la demostracion para una matriz de 3 filas indapendientes.
Para més flas {a demaostracidn es similar.

Setratadevermn.sialumjl.,m:{F.F Fst es ineaimente indspendients, también b e conjunin
En este caso, a la primera fila se la 'haa:;umado la sagunda. ' Bl WL

Aplicando la condicion de independencia ga . 86 tigua; afF, + Pl + bR+ ¢ F, = 0.
Op«ando:aF.+(a+b]F,+cF,=D. Y

Per tanto, si los vectores flas F,, F,, F, son linealkmente independientas, sa kisne que:
a+b=4g

a=0, c=1
dadonde, a=0,b=10,¢=1)

Luego el conjunto {F, + F,, F;, F,} es también: linealmente incdapendients y fiena al mizmo rango.

El range de una matiiz se define a dol nimero de
Bl rango ¢ partiy fiss o columnas independiemivs. :Da ol mismo

Ei rasultado es el mismo.

. . 12 5
Par sjemplo, Iamaamz‘lh-(‘i ?: ; 1g)hanemgnzmas.yaquemsmpmpcm‘orues.

Por otra parte, las dos primeras columnas son independiertes {ya que na son pProporcionales), ademés:

Cy=2-C -6
C,=3.C,-2-¢,
C;=4:C-3-G

Luego, el rango por columnas es trnbién 2.
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