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PAU MATEMATIQUES II. SETEMBRE 2006

EXERCICI A
PROBLEMA 1. Donat el sistema dequacions amb un parametre real 4 1 incognifes x, v, =,
(A+2)x 3 } z =0
Jx +H{A+6)) 3z =0 esdemana:
‘ 5x 4+ 5y +(A-=2)z=0|
a) Calculeu per a quins valors de & el sistema nomes admet la solucio (x, v, 2) = (0, 0, 03 (1 punt).

b) Per acada valor de & que fa indeterminat el sistema, obteniu totes les seues solucions (1,8 punts).
¢) Expliquen la posicio relativa dels tres plans definits per cadascuna de les equacions del sistema quan
A==3 (05 punts).

Solucié.-
a) Sera per als valors de A que facen compatible determinat el sistema, per tant haura de
ser:
r+2 -1 1
0#| 3 A+6 =3 |=1>+607+9
5 5 A-2
Les arrels d’aquest polinomi sén A; =01 A, =-3.
Per tant el sistema admet la soluci6 unica (0, 0, 0) per a tots els valors de A distints de 0 i
de 3.
b)
2 -1 1 2
perai=0—>rg|3 6 —3|=2;un menor principal ‘3 6 ‘=15 — el sistema seria
55 =2
-1 -1
3 6 A
X=— =——
2 2 57»
. X—-y=-z . —
equivalent a 3x+6y = 32} que, resolt per Cramer, dona: ‘3 o VieR
TR
z=2A
-1 -1 1
peral=-3->rg| 3 3 -3|=1- elsistema seria equivalenta —x-y+z=0}.La
5 5 =5
X=—-A+H
soluci6 general seria: y =4 VXLeR, Vu eR.
zZ=LU

¢) Com per a A = -3, les tres equacions son equivalents, es tracta de tres plans coincidents.
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PROBLEMA 2. In 'espai es consideren:

¥ Larecta r interseccio dels plans d’equacions implicites 2x =2y --=9 1  dx-y+2=42,

* llarecta s que passa pels punts (1,3,-4) 1 (3.-5,-2) Es demana:

a) Caleuleu les equacions parametriques de la recta r (0,8 punts) 1 de la recta 5 (0,3 punts).

by Justifiquen que les rectes r 1 s s"encreuen (0,8 punts).

¢) Caleuleu un vector direccional de la recta £, perpendicular comi a les rectes r1 5, (0,4 punts) i calculeu
el punt /* d'interseceio de les rectes s i ¢ (1 punt).

Solucié.-
a) Les equacions parameétriques de r les obtenim resolent el sistema 2x-2y-2=9 que
4x —y+z=42]’
X=A\
dona com a solucid general y =—17 + 21
z=25-2\
El vector direccié de la recta s és: (2,-8,2), o bé simplificat (1,-4,1). Aleshores, les
x=1+p
equacions parameétriques: y =3 —4p
z=—4+p

b) Les direccions de les rectes, respectivament (1,2,—2) i (1,—4,1 son distintes. Si
tingueren un punt comu, el sistema segiient hauria de ser compatible:

l+p=A
3—dp=—17+20
—4+p=25-21

pero eliminant A i simplificant, queda que t Z 3} , ¢s a dir, el sistema és incompatible. Per tant les

rectes es creuen.
¢) El vector de la recta t és el producte vectorial dels vectors de ri s:

i j k S o
1 2 -2/=-6i-3j-6k=(-6,-3,-6), 0 bé simplificat: (2,1,2).
1 -4 1

El punt P sera la interseccié de s amb el pla que determinen ri t,
I’equacio del qual sera:
X y+17 z-25
1 2 -2 =0 & 2x-2y-z-9=0
2 1 2

Substituint les equacions parametriques de s en aquest pla:
20+ -2G3-4p)—-(H4+wW-9=0 < p=1 > P=(2,-1,-3)
PROBLEMA 3. Donades les funcions  f(x) = 2" =3x+8 i g(x)=-3x_es demana:

=

a) Caleuleu el maxim absolut de la funcio f(x) en Minterval [ ':I] (1 punt).

b) Caleuleu el punt de tall de lacorba v = f(x) ilarecta v= gix) (1 punt).
¢) Obteniu 1"area del recinte limitat per la corba v = f{x) ilesrectes w=g(x), x=-3 1 x=0(13
punts).
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Solucié.-
a) P =3x"-3=0->x=4%I
£(x) = 6x f''(1) =6 >0 — en el punt 1 agafa un minim relatiu
f'"'(—1) =—6 < 0 — en el punt — 1 agafa un maxim relatiu

El valor de la funci6 en el maxim relatiu és f(—1) = 10. A més a més, el valor de la funcio

en els extrems de ’interval (on podria agafar algiin maxim absolut) son: {?EE; ):=8—10

Per tant, f agafa el maxim absolut en el punt x = —1 i el seu
valor és 10.

b) Igualant les equacions respectives, hem de resoldre
I’equacio: x’ - 3x + 8 = -3x -
— x =-2. Aleshores el punt buscat és (-2, f(-2)) = (-2, 6).

¢) El recinte, I’area del qual hem de calcular, esta representat
en la figura

'[72(73)(7)(3 +3X78hX+J.O(X3 73X+8+3X)dX=
-2

-3
4 -2 4 0
==X gx | 4| E4sx| = 81
4 4 4 , 4 e

PROBLEMA 4. Un mcendi s’estén en forma circular uniformement. El radi del cercle cremat creix a la
velocitat constant d” LB mi /i

a) Obteniu I'area cremada en funcio del femps ¢ transcorregut des de Uinici de Mincendi (1,3 punts).
by Calculeu la velocitat de creixement de area del cercle cremat en Minstant en qué ¢l radi arribe als
15w (2 punts).
Solucié.-
a) S = n(1,8t)> = 3,24nt* m* (t en minuts)
b) La velocitat de creixement de 1’area sera:

V(t) = % = 6,487t m*/min
El temps passat quan el radi siga 45 m, sera:

1,8t=45—> t= £=25 min
5
La velocitat de creixement de 1’area cremada als 25 minuts sera :
V(25) = 6,48'1:25 = 1621 m*/min = 508,94 m*/min
EXERCICI B

i 2 I |:| ‘I i | |:| 2 B
PROBLEMA 1. .4 ésuna matriu 3= 3 tal que A*=| -1 0 1| i 4*=|-2 I 0 | Esdemana:

I 2 2 -3
a) Calculeu el determinant de la matriu 47 (0,3 punts) i la matriu inversa de A punt).
b) Caleuleu la matriu fila ¥ = (x, v, 2) que és solucio de I'equacio matricial Y47 = B4% enqué B és la
matrin fila & = (1. 2. 3) (1,3 punts).
¢) Caleulen I matriv inversa de 4 (0,5 punts).
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Solucié.-
1 0 2
a)|-2 —1 0| =(perlareglade Sarrus)=3—-8+4=-1
2 2 -3
L ) 1 -2 2 3 4 2 -3 -4 -2
(A*)' =—AdjA*) =-Adj 0 -1 2 |=—-6 -7 -4|=| 6 7 4
-1 2 0 -3 -2 -2 -1) {2 2 1
2 1 0)Y-3 -4 -2 -3 -4 -2
b) X = BA*(A)' = (1 23)-1 0 -1| 6 7 4 |=(-3-24\6 7 4/|-=
-1 -1 202 2 1 2 2 1
=(5 6 2).

¢) Com A*(AY =AAAATAT AT =T (A7) =(A%)" . Aleshores:

2 1 0Y-3 -4 -2) (0 -10
A'=A2ANY"'=|-1 0 -1 6 7 4 |=|1 2 1
-1-12)\2 2 1 1 1 0

PROBLEMA 2. Enlespai es consideren:

¥ Elplamque passapels punts (11, 1,2, (3,7,5) i (7.-1,-2).

¥ 1la recta rinterseccio dels plans d’equacions implicites x4+ y+-=15 1 2x-Ty+2-=3.

a) Calculeu 'equacio parametrica de (0,6 punts) i'equacio implicita del pla {II 4 punts).

by Caleuleu el punt / interseccio de r i m (0,8 punts) 1 "angle a que determinen r 1 @ (0,5 punts).

¢) Calculeu els punts A i N de la recta r la distancia al pla  dels quals és igual a 3 wl (1 punt).
Solucié.-

a) L’equaci6 paramétrica de r I’obtenim del sistema X+y+z=15 }(—)

2x =Ty+2z=3

_ _ x=12-%

o x+y+z—_15 o X+y+z:15 y=3 )
-9y =-27 y =3 7=

Dos vectors del pla 7w sén :
(5,7,5)-(11,1,2) = (- 6,6,3) que simplificat queda (- 2,2,1
(7,-1,-2)-(11,1,2)= (- 4, - 2, — 4) que simplificat queda (2,1,2)
x—11 y—-1 z-2
Per tant I’equaci6 implicita de t: | —2 2 1 |[=0 ¢ x+2y-22-9=0
2 1 2
b) Substituim les equacions paramétriques de r en I’equacié implicita de n:
12-A+6-2L-9=0 < AL=3
Aleshores, les coordenades del punt P (9, 3, 3).
L’angle o que formen r i  és el complementari de 1’angle que forma r amb el vector
normal a w. Aleshores:

{22 101)

=arc sin =arcsin— <> o =-45° o bé en valor absolut | a | =45°

NoNp) 7

12-A+6-21-9 [9-3A
¢) La distancia d’un punt de la recta r al pla = és:‘ ‘ = ‘ ‘

V1+4+4 3

=[3-2.

A, =0 — punt M(12,3,0)
Igualanta 3: [3-1[=3 >3- =43
A, =6 — punt N(6,3,6)
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PROBLEMA 3.

a) Obteniu la derivada de la funcio f{x)=av+b+sinx (0,5 punts). Caleuleu a1 b s () =(0.0) & un
punt de la corba v =ax + b+ sy, la recta tangent de la qual en @ = (0, 0) és Ieix (LY (LS punts).
2
b) Justifiquen que la funcic g{x)= ~=x+simx s’anulla en dos punts de Uinterval [il..;] (0,5 punts).

¢) Calculeu aguests dos punts (0,5 punts).
Solucio.-
a) (x)=a+cosx.
Per ser O(0, 0) un punt de la corba, sera f(0)=0 <> b=0
El pendent de la tangent és zero <> ’(0)=a+ 1 =0 a=-1.
b) La funcié g(x) és continua en I’interval [0, ©t] i compleix que g(0) =01 g(w) = -2. Ja

S . T
hem trobat un punt on g s’anul-la. Agafem ara un punt interior a I’interval, per exemple e en el

. 2 1 L
qual es compleix que g[gj = 5 + 5 > 0. Aleshores, pel teorema de Bolza, existeix un punt de

I’interval [g,n} on la funci6 g s’anul-la.
. . Lo 2
c¢) Ja hem vist que g(0) = 0; I’altre punt x que anul-le a g verificara sinx =—x. S observa
T

- . T, . T
que aquesta equacio es compleix per a x = > és a dir g(zj =0.

PROBLEMA 4.

Dos pals de 3m 1 4 m es troben clavats verticalment a terra. Les bases disten 5 m 1, en el segment que les

ungix, hi ha un punt /* que dista x metres de la base del pal més baix. L extrem superior de cada pal s uneix

amb ” mitjangant un segment rectilini de cable. Is demana:

a) Obteniu Iexpressio /i) de la longitud total de cable utiliteat en els dos segments (1,8 punts).

b) Demostren que aquesta longitud total de cable €5 mimma quan son iguals els valors absoluts dels
pendents dels dos segments considerats (1 punt). Calculeu aquesta longitud minima (0,5 punts).

Soluci6.- A
a) Pel teorema de Pitagores: /
2 2 /
fx) = Vo+x" +4/16+(5-x) \ <,
30 .
b) Calcularem la primera i la segona derivada de f(x): \
< 5_x x\V 7 5x
fx)=

Voix® \16+(5-x)

e SN 7o sy O Clo. )
. S e 6-x) Ji6+(-xf _ 9 16

+
9+x> 16+(5-x) (9+X2)% (16+(5_x)2)%
D’altra banda, per ser el valor absolut dels pendents iguals, es compleix: %: Si‘x -
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15 5 15
Calculem f'[gj— 7 7 2 5 5
7 225 15\ 666 1184 74 /74
9o 16+(5—7]

Com f’(x) > 0, Vx, resulta que f agafa un minim relatiu per al valor 175, que és absolut en

I’interval [0, 5].
Aleshores la longitud minima seria :

2
f[gj:1/9+%4—295+ /16+[5—§) :—“6766+ “1;84 =74 m.
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