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MATEMATICAS II

EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Obtener todos los valores reales X, y, z, t para los que se verifica AX = XA,

. Xy 1 2
siendo X = y A= .
z t 3 4

Solucion:
X+2z=x+3y
3y—-2z=0

(1 2 (x y x y)(l 2 y+2z=2x+4y x+z-t=0
a) Si . = . = & 2x+3y-2z2=0; <
3 4)\z t z t)\3 4 3x+4z=z+3t 3y-2z=0

Xx+z—-t=0
Jy+4t=2z+4t
X=—-A+U
2

==X\
= cuya solucioén es : Y 3 VA, peR.

z=X\
t=p

PROBLEMA 2.
a) Obtener el plano que pasa por el punto P(-2, 4, —3) y es perpendicular a la recta r:
X, y,2)=(1,2,0)+#«1,-2,1).
b) Calcular la distancia entre el punto P y larecta r.

Solucion:
a) Para hallar el plano © necesitamos un punto de ¢él, P, y un vector

normal al plano = n_=v,=(1,-2,]) = x-2y+z+D=0=Como P exn

. = -2-83+D=0= D=13=g=x-2y+z+13=0]
/ M s P / b) Para hallar la distancia de P a r, como tenemos la ecuacion del plano m,
podemos hallar el punto M = rn 7 y la distancia pedida d(P,r) = d(P,M).
x=1+t
=1y =2-2t = M(1+t, 2-2t, t) = 1+t 22-2t)+t+13=0 = | t=—— | =

z=t

- 5359 - amo - BT BTG -

= 3.@)2 = %ﬁ.

P—Pr/\\ﬁ/r

_ |(3,-2,3) A (1,-2,1)| _ (4,0-4)| _
|(1L,=2,1)] |(1,-2.,])

También se podria haber calculado la d(P,r) =

24 a2 4 43 |

—

v

T

J6 6 3 | 3
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PROBLEMA 3. Sea f(x) = x> + mx (donde m es un parametro real) y f '(x) la funcidn derivada
de f(x). Se pide:
a) Hallar el valor del pardmetro m para que f(x) tenga un minimo relativo en x = —-3/4.
b) Para el valor de m calculado en a), determinar el area de la regiéon comprendida entre la curva
y = f(x) y larecta de ecuacion y = f'(x).

Solucion:

a) Para que f tenga un minimo relativo en x = —3/4, es condicion necesaria que f'(-3/4)=0 =

= f'x)=2x+m= f'(-3/4) = —%+m=0:> ng i

b) Si f(x)=x’ +%x = f'(x) = 2x +§ = larectaes: y=2x +%, y f(x) es la pardbola y = x> +%x.
Hallamos sus puntos de corte y dibujamos ambas curvas:

, 3
SxX+Ix=2x+- =2 -x-3=0=
y=2X+ 5 2 2

x=E ; x=-1.
/ 2
,.1

3 3
0 32 X 2 . :
Area = I2(2X+§—X2—§XJdX = —X—+X—+3_X _[125 u’.

-1 2 2 3 48

PROBLEMA 4.1. a) Se tienen inicialmente 10 bacterias en un cultivo de laboratorio y cada dia
se duplican. Averigua, razonadamente, el numero de bacterias que habra cuando haya transcurrido 10
dias. b) Para otro cultivo, sea P(t) el nimero de bacterias transcurrido el tiempo t medido en dias.
Averigua el aumento del nimero de bacterias al cabo de 10 dias, sabiendo que P(0) =500, P(3) = 1100
y que la derivada P '(t) es constante para 0<t < 10.

Solucion:
a) Si cada dia se duplican = transcurrido un dia habra: 2-10; transcurridos dos dias habra: 2-2-10 =
=2%10; transcurridos 3 dias habra: 2°-10; ....., transcurridos 10 dias habra: .
b) Por el teorema del Valor Medio, el aumento del nimero de bacterias en 10 dias = AP = P(10) — P(0) =
=P '(t;)(10-0) con t;€]0,10[ , pero también: P(3) — P(0) =P '(t,):(3 — 0) con t,€]0, 3[ = 1100 — 500 =
=P ()3 = P '(t) = 200, y como P '(t) es cte en el intervalo [0,10] = P '(t;) = P '(t;) = 200 =
= AP = P(10) — P(0) =[2000].

PROBLEMA 4.2. Durante 6 afios consecutivos, la produccion industrial x de una empresa,
medida en toneladas métricas, fue: 110, 125, 130, 140, 150 y 155, mientras que las compras
efectuadas, expresadas en millones de euros, fueron: 30, 41, 43, 47, 50 y 55.

a) Representar los 6 puntos (x, y) (es decir, (110, 30), (125, 41), (130, 43), (140, 47), (150, 50) y
(155, 55)) en unos ejes OXY y dibujar aproximadamente la recta de regresion de y sobre x. Sobre esta
recta, obtener ahora graficamente la prediccion de compras a efectuar para una produccion industrial de
160 millones de euros.

b) Explicar cémo se ha hecho el dibujo de la recta y la prediccion.

¢) Razonar si se puede predecir o no las compras para una produccion de 400 millones de euros.
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Solucion:

a) (Compras) Y
60 T

40 +

01 Six=160=|y~57

100 110 120 130 140 150 160 X (Produccién)

b) La recta de regresion siempre pasa por el punto (X,y), que en este caso es el punto = (135, 44,33).
Después se ha dibujado la recta que pasando por dicho punto haga minima (de manera aproximada) las
sumas de los cuadrados de las desviaciones de los puntos de la nube respecto de ella, que son los
segmentos coloreados en rojo. La prediccion se ha hecho observando que en dicha recta de regresion el
valor de y que le corresponde al valor de x = 160 es =~ 57.

¢) Como el valor x =400 queda muy alejado de los puntos con los que se ha obtenido la recta de
regresion, no es razonable hacer predicciones para dicho valor.

EJERCICIO B
-1 -1 2 1 00
PROBLEMA 1. Para las matrices reales: A= 3 -5 6| I=[0 1 0], sepide:
1 -1 0 0 0 1

a) Justificar que existe la matriz A™', inversa de A, y calcular el determinante de A~
b) Calcular la matriz B = A(A + 4I).
¢) Determinar los valores reales X, y, z,t que cumplen: Al =xA+ yl, A%, =zA +tl.

Solucion:
-1 -1 2
a) Calculamos |A|=|3 -5 6=—8¢O:>3A‘1y.‘A“‘=ﬁ=—§
I -10
0 4 -8) (-4 -4 8) (-4 0 0

b) B=AA+4D)=A2+4A=|—-12 16 —24|+ 12 —-20 24|=| 0 -4 0 |=|-4]
—4 4 —-4) (4 -4 0 0 0 -4
¢) Si AZ+4A =4l = A’=4A -4l |z=—4, t=—4

>

Pero ademas, —%( A’ +4A)=1= —%( A + 4I)A =1y por definicion de inversa: A= —%( A+4])=

—lA—I:> x=—l , y=-1}|
4 4
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PROBLEMA 2. Consideremos los puntos: A = (1,0,0), B =(0,1,0), C = (0,0,1) y D = (2,1,2).
Se pide:
a) Hallar el area del triangulo de vértices B, C y D
b) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D.
¢) Hallar la distancia del punto A al plano que pasa por los puntos B, C y D.

Solucion:

a) El Area= %‘Eé/\ﬁ‘z %\/(—2)2 122402 = %J&zz = |3 |u?.

b) EI Volumen —‘ [B&.BC. BD” -1 1= —| 4|—u

2 0 2
¢) La distancia del punto A al plano m.,coincide con la altura del tetraedro = V = é.Abm h =
L ;5 443
=—+3h =>h=—= u.
6 3[ 3

4x+11

PROBLEMA 3. a) Obtener razonadamente la siguiente integral | —————dx
(x+1)" +1
V3-1

b) Aplicando la regla de Barrow, calcular J- 4X—+211 X
o (x+D"+1

Solucion:
2) J' 4x +11 X_J' 24x+11 dxzzj 22x+11/2 dx=2I2X+2+11/2 2d _
(x+1)* +1 X" +2x+2 X" +2x+2 X" +2x+2
:422x_+2dx+2 ll/#dxzzlnwﬂmmj_z
X" +2x+2 (x+1)" +1 (x+1)" +1

= |2.1n | x2+2x+2 | + 7.arc tg(x+1)+C |

J3-1
b) j (4X1J;11 T dx 2[2.1n‘x2+2x+2‘+7-arCtg(X+1)]f_l:2-1n\(\/3—1+1)2+1‘ * 7.aretg(v3 —1+1)
X +1)° +

— 2In|1%+1| = 7.arctg 1 = 2. In4 + 7.arctg+/3 — 2.In2 — 7.arctg 1 = 4.In2 + 7% —2In2 - 7% =

— | 2m2 + 7|,
12

PROBLEMA 4.1. Determinar razonadamente la longitud del lado
del cuadrado de area minima cuyos vértices estan situados sobre los lados de
otro cuadrado de lado 16 cm.

Solucion:

El area del cuadrado es: y* = 2x* — 32x + 256 = A(X) ya que por el teorema
de Pitagoras: y*=x"+ (16 — x)* = 2x” — 32x + 256.

X

16—x
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Para obtener el area minima hemos de imponer que A '(x) =0 = 4x -32 =0 = =y=48"+8" =
= [8v2 |

Como A"(8)=4>0 = para dicho valor se obtiene el drea minima.

PROBLEMA 4.2. Una urna contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Se repite tres veces la
siguiente operacion: extraer una bola al azar, anotar su color y devolverla a la urna. Determinar la
probabilidad de extraer mas de una bola negra. Explicar en qué se fundamenta la probabilidad obtenida.

Solucion:

Se trata de una binomial Bi(3; p) siendo p =P(N) = % =% yq=1-p= % = Si X = ntmero de

bolas negras obtenidas en las tres extracciones, la probabilidad pedida es:

P(X>1)=P(X2>2)=P(X=2) +P(X=3)= @(gj -L@-(Ej _ 1M 0352]

5) 5 \3)\5 125
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